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Πανελλαδικές εξετάσεις 2019 
Ενδεικτικές απαντήσεις στο μάθημα «Μαθηματικά Ο.Π » 

 

Θέμα Α 

 
 A1.  α)  Ορισμός  (Σχολικό βιβλίο σελίδα 15) 

         β) i)  Ορισμός  (Σχολικό βιβλίο σελίδα 35) 

             ii)  Θεωρία (Σχολικό βιβλίο σελίδα 35-36) 

 

  A2. Θεωρία (Σχολικό βιβλίο σελίδα 142) 

 

 

  Α3. Απόδειξη (Σχολικό βιβλίο σελίδα 135) 

 

  Α4. α) ΛΑΘΟΣ  ( για παράδειγμα 
2,   0

( )
2,    >0

x
f x

x

 
 


       ) 

        β) ΛΑΘΟΣ  ( για παράδειγμα 
,   0

( )

0,    0

x
x

f x x

x




 
 

 ) 

  Α5.  (γ)   ( ( ) 2 ( 1) 3 4
a

f x dx


      ) 

        

Θέμα Β 

 
 

Β1. Αφού 2y   οριζόντια ασύμπτωτη της ( )f x  στο   τότε  

lim ( ) 2 lim ( ) 2 0 2 2x

x x
f x e   

 
           

Αφού 

( )

lim lim 0
έ x

x

x
e e

  




 


 
   

 

Β2. Έστω ( ) ( )h x f x x     , ( )h x  είναι συνεχής στο R  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 

  

2 2

3
3 3

3

(2) (2) 2 2 2 0

1
(3) (3) 2 2 3 1 0

h f e e

e
h f e e

e

 

 

      


        

  

 Η συνάρτηση ( )h x  είναι συνεχής στο [2,3]  και ισχύει  (2) (3) 0h h    
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Άρα από θεώρημα Bolzano  υπάρχει ένα τουλάχιστον (2,3)   τέτοιο ώστε ( ) 0h    

Η ( )h x  είναι παραγωγίσιμη  στο R  με ( ) ( ( ) ) ( ) 1 1 0xh x f x x f x e           άρα η ( )h x είναι γνησίως 

φθίνουσα άρα "1 1"  η ρίζα είναι μοναδική. 

 

Β3. Η ( )f x  είναι παραγωγίσιμη  στο R  με ( ) ( 2) 0x xf x e e        άρα η ( )f x είναι γνησίως φθίνουσα άρα 

"1 1" . 

Για την αντίστροφη ( ) 2 2x xy f x y e y e         για 2 0 2y y     προκύπτει 

ln( 2) ln ln( 2) ln( 2)xy e y x x y            

Άρα 
1( ) ln( 2)f x x     με (2, )x   . 

 

Β4. Για την κατακόρυφη ασύμπτωτη της  
1( ) ln( 2)f x x    , 2x    

2

2 0
lim( ln( 2)) lim( ln ) ( )

x

x
x






 

 

 
         αρά 2x   κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

  

( ) 2xf x e   , ( )f x γνησίως φθίνουσα στο R  άρα  

(R) ( lim ( ), lim ( )) (2, )
x x

f f x f x
 

    

Από Β1. γνωρίζουμε ότι 2y   οριζόντια ασύμπτωτη της ( )f x  στο   

Από Β2.  η ( )f x τέμνει την y x  στο ( , ( ))f   με (2,3)   

Επίσης ( ) ( ) 0x xf x e e       άρα ( )f x κυρτή. 

Kαι 
1(0) 3 (3) 0f f     

Οπότε προκύπτει η γραφική παράσταση 
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Θέμα Γ  

Γ1. 

H f  είναι παραγωγίσιμη στο R  άρα παραγωγίσιμη και το 0 1x   άρα και συνεχής. 

 Συνεχής στο 1:  

o (1) 1f    

o  2

1 1
lim ( ) lim 1
x x

f x x  
  

     

o  1

1 1
lim ( ) lim 1x

x x
f x e x 

 



 
     

 Επομένως 1 1         (1) 

 Παραγωγίσιμη στο 1: 

o 

2 2

1 1 1 1 1

( ) (1) 1 1 ( 1)( 1)
lim lim lim lim lim( 1) 2

1 1 1 1x x x x x

f x f x x x x
x

x x x x

 
        

      
     

   
 

o 

0

1 1 1(1) 0
0

1 1 1 1

( ) (1) 1 1
lim lim lim lim 1

1 1 1 1

x x x

DLHx x x x

f x f e x e x e
e

x x x

    
 

   

 
    

   

       
      

  
 

 Επομένως 
(1)

1 2 1 1         

 

Γ2. 

 

Για 1x  : ( ) 2 0f x x    

Για 1x  : 
1( ) 1 0xf x e      

Για 1x  : (1) 2f    

Επομένως ( ) 0f x   για κάθε x R , άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο R  

 

      , lim ( ), lim ( ) ,
f

x x
f f x f x

 
       

 

 

1
2

1
1

lim ( ) lim 1

lim ( ) lim 0 ( )

x

x x

x
x

x x

f x x

f x e x



 




 

 
    

 
       
 

, διότι    1lim lim 0x u

x u
e e

 
   όπου 1u x   
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Γ3. 

i. 

Η ( )f x  συνεχής στο  ,0    και γνησίως αύξουσα. Άρα  
1

lim ( ), (0) ,
x

f f x f
e

  
        

.  

To 0 ( )f  . Άρα υπάρχει  0 ,0x    τέτοιο ώστε  0 0f x  . To  
0x  μοναδικό διότι η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο R .  

 

ii. 

Έχουμε :  2

0 0( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0f x x f x f x f x x        

Για 
0x x , ( ) 0f x  , από 3 i.  

Eπίσης για      0 0 0
f

x x f x f x f x      και 0 00 0x x    , άρα 0( ) 0f x x   

Eπομένως η εξίσωση είναι αδύνατη στο  0 ,x  . 

 

Γ4. 

Έχουμε  

 ( ), ( )x t y t ,  0 3x t  ,  0 10y t   και  0 2x t  .  

 

     
1

21 1
1

2 2

x

xf x x x


       

Oπότε:    31
( ) ( )

2
t x t x t    με  21

( ) 3 ( ) ( ) ( )
2

t x t x t x t       
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Άρα      2 2 2

0 0 0 0

1 1
3 ( ) ( ) ( ) 3 3 2 2 28 / sec

2 2
x x t x t x t             

 

Θέμα Δ 

Δ1. 

H ( ) : y 2x    εφάπτεται της 
fC  στο (1,1)  επομένως πρέπει: 

  1 1 1f       (1)  και  

 (1) 1f     (2) .  

Είναι     2( ) 1 ln 2 2f x x x x x 


         

          2 21 ln 2 2 1 ln 2 2x x x x x x x 
           = 

     2 2

2

1
ln 2 2 1 2 2

2 2
x x x x x

x x


        
 

 

   2

2

2 2
ln 2 2 1

2 2

x
x x x

x x



      

 
 

 
 

2

2

2

2 1
ln 2 2

2 2

x
x x

x x



    

 
 

Άρα 
(2)

(1) ln1 0 1 1f           και από (1) 2   

 

 

Δ2. 

 2( ) ln 2 2 2,  f x x x x x R      . 

Έχουμε      2 2( ) 2 ( 1) ln 2 2 2 2 ( 1) ln 2 2f x x x x x x x x x x               . 

Για κάθε  1,2x , 1 0x    και  
22 2 2 1 1 1x x x      , άρα  2ln 2 2 ln1 0x x    .  

Oπότε: 

     
*2 2 22

11 1

1 1 1
1 ln 2 2 ln ln ln 2

2 2 2
x x x dx d                

*

   2 1
2 2 2 1 1

2

Για 1 1

ια 2 2

x x x dx d x dx d

x

x

  





 
         

 
   

    
 
 
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Δ3. 

i. 

Έστω  
 

2

2

2

2 1
( ) 1 ln 2 2 1 1

2 2

x
f x x x

x x


          

 
 

 
 

2

2

2

2 1
ln 2 2 0

2 2

x
x x

x x


    

 
 που ισχύει για κάθε x R  από Δ2. 

ii. 

Έστω    21 3
1 ln 2 2

2 2
f     
 

        
 

 

   21 3
1 ln 2 2

2 2
f     
 

         
 

 

 
1 1

2 2
f f 
 

     
 

 

 
1 1

2 2
f f 
 

     
 

  (1) 

Η f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ στο διάστημα 
1

,
2

 
 

 
 

 

 Η f  συνεχής στο 
1

,
2

 
 

 
 

 

 Η f  παραγωγίσιμη στο 
1

,
2

 
 

 
 

 

Επομένως υπάρχει 
1

,
2

  
 

  
 

 τέτοιο ώστε 

 
1

2
( )

1

2

f f

f

 



 
  

   .  

Άρα από Δ3i, 

 
 

1

1 12
( ) 1 1

1 2 2

2

f f

f f f

 

  

 
  

             
 

  

 

Δ4. 

Είναι  

   2( ) 1 ln 2 2 2f x x x x x       και   3 2,  g x x x x R      

 
 

2

2

2

2 1
( ) ln 2 2 1

2 2

x
f x x x

x x


     

 
  και  3 2( ) 2 3 1g x x x x

         
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Α’ τρόπος: 

Έστω (ε1) η εφαπτομένη της 
fC  στο σημείο   1 1 1, f   με 

          1 1 1 1 1 1 1 1( ) :  y f f x y f x f f                 και  

(ε2) η εφαπτομένη της 
gC  στο σημείο   2 2 2, g   με 

          2 2 2 1 2 2 2 2( ) :  y g g x y g x g g                 

Για να έχουν οι ,  f g  κοινή εφαπτομένη, πρέπει: 

    1 2f g     (1)  και 

        1 1 1 2 2 2f f g g          (2) 

Η (1) ισχύει για 1 1   και 
2 0   διότι (1) 1f     και (0) 1g   . Επίσης οι τιμές  1 2,    επαληθεύουν 

και την εξίσωση (2). Επομένως υπάρχει κοινή εφαπτομένη των f  και g  και είναι η 

2( ) : (0) (0)( 0) 2y g g x y x         

 

Mοναδικότητα:  

Από Δ3i, ( ) 1f x    και για 1x    2ln 2 2 0x x    και 
 

2

2

2 1
0

2 2

x

x x




 
, άρα ( ) 1f x    για κάθε 

1x  .  

2( ) 3 1 1g x x       και ( ) 1g x    μόνο για 0x  . Άρα η εφαπτομένη 2y x    είναι μοναδική. 

 

 

Β’ τρόπος (για την ύπαρξη της κοινής εφαπτομένης): 

Από υπόθεση η  (ε): 2y x    εφάπτεται στην fC  στο σημείο  1, (1)f . 

Θα δείξουμε ότι η (ε) εφάπτεται και στην gC  στο  0, (1)g  διότι (0) 1g     . 

H εφαπτομένη στο  0, (1)g  δίνεται από την εξίσωση: 
 0 2

(0) 1
(0) (0)( 0) 2

g

g
y g g x y x



 
        

 

 

 

 

 

 

 

  

 


